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 چکیده
در این پژوهش به تحلیل و بررسی اثر شرایط تکیه گاهی مختلف بر فرکانس های طبیعی حاصل از ارتعاشات یک تیر مدرج 

تابعی با استفاده از روش ایزوژئومتریک پرداخته شده است. در قسمت اول این پژوهش ابتدا جهت اعتبار سنجی روش 

ولین فرکانس طبیعی حاصل از ارتعاش تیر در سه حالت تکیه گاهی تکیه گاه دوسر گیردار، یکسر ایزوژئومتریک به مقایسه ا

گیردار و دو تکیه گاه ساده برای دو نسبت طول به ضخامت متفاوت پرداخته شده است. سپس در قسمت دوم این پژوهش به 

ند در چهار حالت تکیه گاه یکسر گیردار و دوسر تاثیر شرایط مرزی و تکیه گاهی بر سه فرکانس های طبیعی اولیه تیر هدفم

گیردار و تکیه گاه ساده و تکیه گاه ساده برای دو نسبت طول به ضخامت متفاوت با استفاده از روش ایزوژئومتریک پرداخته 

شات سازه شد. نتایج حاصل از این پژوهش حاکی از آن است که روش ایزوژئومتریک از توانایی نسبتا بالایی در تحلیل ارتعا

-برخوردار است. همچنین شرایط مرزی و تکیه گاهی اثر قابل توجهی بر ارتعاشات و فرکانس های طبیعی تیر موردنظر می

 گذارند.

 کلمات کلیدی: روش ایزوژئومتریک، تیر مدرج تابعی، فرکانس های طبیعی، بی اسپیلاین، نربز.

 مقدمه  -1

 پروژه یک بهینه، طراحی برای هندسه دقیق سازیمدل که آنجایی از. هستند پیچیده هاییهندسه دارای مهندسی مسائل از بسیاری

 محدود، المان روش دارد. در تمرکز تحلیل و طراحی میان پلی ایجاد روی بر ایزوژئومتریک روش بالاست، هزینه با بر زمان

باشد. با به نمی اعمال قابل دقیق ورتص به گاهیتکیه شرایط اعمال آن دنبال به و شودمی مدل تقریبی به صورت هندسه

توان هندسه را به کارگیری توابه پایه بی اسپلاین و حالت تعمیم یافته آن یعنی توابع نربز و با استفاده از روش ایزوژئومتریک می

ت که سازی کرد و به جواب دقیق تر و صحیح تری رسید. روش ایزوژئومتریک یک روش عددی جدید اسطور کاملا دقیق مدل

های اخیر بسیار مورد توجه محققین قرار گرفته است و پژوهش های زیادی با استفاده از این روش انجام شده است. مزیت در سال

سازی دقیق هندسه های پیچیده های رایج از جمله اجزای محدود، تفاضل محدود و... در مدلتئوری ایزوژئومتریک نسبت به روش

http://www.elitesjournal.ir/
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توسط هیوز و  2002باشد. روش ایزوژئومتریک در سال گاهی مییق اثر شرایط مرزی و تکیهبدون مش و همچنین بررسی دق

ها استفاده کردند و نشان دادند استفاده از آن در تحلیل ارتعاشات سازه [2] کوترل و همکاران. [7]همکارانش معرفی و ارائه گردید

 -به تحلیل ایزوژئومتریک در برخورد سازه [3] لو و همکارانبازی. ها دارداز ایزوژئومتریک خطای کمتری در تخمین فرکانس

[ در 2[. نوروززاده و همکاران ]4]سازی شکل بهره بردند در بهینهروش ایزوژئومتریک حسنی و همکارانش از .  سیال پرداختند

پژوهش های انجام شده در زمینه پژوهشی دیگر به تحلیل ارتعاشات نانوتیرها با استفاده از روش ایزوژئومتریک پرداختند. از دیگر 

 [ با استفاده از این تئوری اشاره کرد.1[ و نانوورق ها ]6توان به تحلیل نانوکمان ها ]روش ایزوژئومتریک می

شوند.  استفاده توانستندمی که داشت وجود زیادی هایو انتخاب کاندیدهای ایزوژئومتریک روش برای پایه توابع انتخاب برای

 در نربز پایه توابع انتخاب دلیل مهمتریناست.  شده گرفته قرار استفاده مورد مهندسی طراحی در گستردهبطور  ربزنتوابع پایه 

-می دقیق طور به های پیچیده با شرایط مرزی و تکیه گاهی پیچیدههندسه سازیمدل در سادگی و قدرت ،ایزوژئومتریک روش

 المان بندیفرمول در گسترده طور به که لاگرانژ و هرمیت درونیاب توابع از بزنر پایه توابع است، شده مشخص که . همانطورباشد

 یا هندسه در تغییر بدون و سادگی به نربز پایه توابع مرتبه آن بر علاوه و دارد بالاتری پیوستگی شودمی استفاده محدود

 ها،کره ها،استوانه ها،دایره جمله از مخروطی قاطعم تمامی که شودمی موجب امر همین. کند پیدا افزایش تواندمی پارامترهای آن

 اسپیلاین، بی پایه توابع معرفی از پس پژوهش این در. شوند سازیمدل با استفاده از روش ایزوژئومتریک راحتی به و... هابیضی

 و ارائه با ه شده است.پرداخت پایه توابع همین کمک به تیر یک سازیمدلبه  هدفمند، مواد معرفی و گرهی بردارهای نربز،

 ای،صفحه تنش حالت در ،ایزوژئومتریک روش در هدفمند مواد از شده ساخته تیر به مربوط جرم و سختی هایماتریس محاسبه

های طبیعی حاصل از ارتعاشات یک تیر از جنس مواد مدرج تابعی )مواد بررسی اثر شرایط تکیه گاهی مختلف بر فرکانس به

های طبیعی حاصل از ده است. همچنین در این پژوهش تاثیر نسبت طول به ضخامت تیر موردنظر بر فرکانسهدفمند( پرداخته ش

 ارتعاش تیر موردنظر مورد بررسی قرار گرفته شده است.

 توابع پایه بی اسپیلاین و نربز -2

 مقاطع مخروطی تمامی توانندمی ابعتو باشد. اینمی پیچیده سطوح سازیمدل در سادگی نربز توابع قوت نقاط بزرگترین از یکی

تولید بی  برای اند.شده ساخته بی اسپیلاین پایه توابع از نربز کنند. توابع سازیمدل را هابیضی ها،کره ها،استوانه ها،دایره جمله از

 در پارامتری ضایف در گرهی است. بردارهای نیاز توابع چندجملهای درجه و گرهی بردارهای کنترلی، نقاط به هااسپیلاین

 باشد و امین گره می j شوند که نمایش داده می صورت  به غیرنزولی بعدی یک مختصات

 نقاط بین فاصله که صورتی در. باشندمی اسپیلاین بی منحنی تولید برای پایه توابع تعداد و ایچندجمله درجه بیانگر ترتیببه  و 

 یک از بیش( شوند تکرار توانندمی گرهی مقادیر. است یکنواخت غیر اینصورت غیر در و یکنواخت گرهی بردار باشد، برابر

 نقاط که ایگرهی بردار. به دارد پایه توابع خصوصیات در مهمی مفهوم گرهی مقادیر تکرارباشند(  یکسان مقادیر دارای گره

نشان  را با   p مرتبه از ام  iاسپیلاینبی پایه تابع. گویندمی باز گرهی بردار شود، تکرار بار  p+1دتعدا به آن انتهای و ابتدا

 :[2]شودمی دهند که روابط حاکم بر آن به صورت زیر تعریف می
 

  
(4)  

 
 

 

 آید:می ، خم بی اسپیلاین از رابطه زیر بدستبا توجه به نقاط کنترلی 
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(2) 
 

برای بدست آوردن سطح بی اسپیلاین باید بردارهای گرهی در دو راستا تعریف شوند که به دنبال آن در دو راستا تابع پایه ایجاد  

 :[2]شوداسپیلاین بصورت زیر تعریف میشوند. رابطه سطوح بیمی

(3) 

 
گیرند. همین امر موجب توابع پایه نربز برای نقاط کنترلی ورن در نظر میاسپیلاین در این است که تمایز توابع نربز و توابع پایه بی

( 2( و )4ها و رابطه منحنی نربز، به ترتیب در روابط )شود که مقاطع مخروطی به راحتی مدل شوند. توابع پایه نربز مربوط به خممی

 آورده شده است.

(1) 
 

(5) 
 

 ( بیان شده است.6) توابع پایه نربز برای سطوح نیز در رابطه

(6) 
 

 

-توان بیبرقرار است. بنابراین می قابل توجه است که اگر تمامی وزن ها یکی باشند در این صورت رابطه 

 ها را حالت خاصی از نربزها در نظر گرفت.اسپیلاین

 مواد مدرج تابعی -3

میلادی پیشنهاد شد. با در نظر گرفتن یک تیر با  7114ر ژاپن در سال تئوری اولیه تولید مواد مدرج تابعی )مواد هدفمند( در کشو

باشند، قانون که به ترتیب برای سرامیک و فلز می و  و قرارگیری مبدا مختصات در وسط آن و نسبت حجمی  ضخامت 

 :[2]شودتوانی به شکل معادلات زیر بیان می

(7) 
 

باشد. با در نظر گرفتن مقدار واحد برای باشد و مقدار آن همواره بزرگتر یا مساوی صفر می، ثابت قانون توانی میرابطه فوق، در 

شود و همچنین اگر این مقدار را صفر در نظر بگیریم تیر موردنظر تبدیل به ثابت قانون توانی، ترکیب فلز و سرامیک خطی می

یکی از خصوصیات ماده هدفمند مانند مدول الاستیسیته، ضریب  شود. با فرض اینکه ز جنس سرامیک میتیری همگن و ا

 توان استفاده کرد:انبساط حرارتی و یا چگالی باشد، برای تخمین آن با توجه به مدل ردی از رابطه زیر می

(8)  

 روابط حاکم بر تئوری ایزوژئومتریک -4

به ترتیب ماتریس شکل، ماتریس نقاط کنترلی و ماتریس جابجایی نامیده شده و به شکل زیر  ، و ماتریس ، ماتریس ماتریس 

 :[1]شوندتعریف می

(9) 
 

 

 



 ( 4104سال  - 2شماره  - 7جلد ) مجله نخبگان علوم و مهندسی      

 

 770

 قابل بیان می باشد: مختصات درون المانی و جابجایی درون المانی با توجه به تعریف ماتریس های بالا به صورت زیر

(40)  
(44) 

 
(42) 

 
(43)  
(41)  

 شود:جابجایی، ماتریس کرنش بر حسب بردارهای جابجایی به صورت زیر بیان می-با توجه به روابط کرنش

(45) 

 
 با توجه به قانون هوک داریم:

(46) 
 

 

 باشد:ماتریس کرنش بر اساس توابع شکل به صورت زیر قابل بازنویسی می

(47) 

 

(48) 

 
 شود:با توجه به انرژی کرنشی جسم ماتریس سختی المان به صورت معادله زیر بیان می

(49) 
 

 شود:همچنین با توجه به انرژی جنبشی جسم ماتریس جرم به صورت زیر تعریف می

(20) 
 

ای باشند، که در حالت تنش صفحهماتریس متغیری برای مشخصات ماده می در مواد هدفمند ، چگالی ماده و در روابط فوق، 

 شود:( به صورت زیر بیان می76با توجه به رابطه )

(24) 
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شوند با این تفاوت که در پژوهش حاضر مبدا محاسبه می( 1)باشند که از رابطه از مشخصات ماده می و  در روابط فوق 

می دهد و با فرضیات در نظر گرفته  جای خود را به مختصه  صات در سطح پایینی تیر در نظر گرفته شده است و مختصه مخت

 آید:( به صورت زیر در می1شده در این پژوهش رابطه )

(22) 
 

 آید:صورت زیر بدست می فرکانس طبیعی تیر با فرض یک حرکت هارمونیک، با حل مسئله مقدار ویژه به

(23) 
 

 آید:های اولیه به کمک رابطه زیر بدست میباشد. در پژوهش حاضر فرکانس، مود ارتعاشی میدر رابطه اخیر، 

(21) 

 

 های عددیمثال -5

هدفمند که سطح بالایی آن  به بدست آوردن فرکانس اولیه یک تیر رسنجی کد نوشته در نرم افزاردر این قسمت ابتدا جهت اعتبا

باشد و مشخصات ماده در راستای ضخامت تیر طبق قانون توانی تغییر از آلومینای خالص و سطح پایینی آن از آلومینیوم خالص می

. لازم به ذکر است در این قسمت [1]( بیان شده است7کند. خواص آلومینا و آلومینیوم در نظر گرفته شده در جدول )پیدا می

گاهی در سه حالت  که حالت اول تیر یکسر گیردار و حالت دوم تیر دو سر گیر دار و نس اولیه تیر برای شرایط مختلف تکیهفرکا

نتایج  مقایسه خواهد شد. [76]باشد، بدست خواهد آمد و نتایج حاصل با نتایج حاصل در مرجع حالت سوم تیر با تکیه گاه ساده می

( 3( و )2به ترتیب در جدول ) 20و  2حاصل از فرکانس های اولیه تیر موردنظر در حالت دوسر گیردار با نسبت طول به ضخامت 

 20و  2بیان شده است. در ادامه نتایج حاصل از فرکانس های اولیه تیر موردنظر در حالت یکسر گیردار با نسبت طول به ضخامت 

-( آورده شده است. همچنین نتایج حاصل از فرکانس های اولیه تیر موردنظر در حالت تیر با دو تکیه2)( و 4به ترتیب در جدول )

 ( بیان شده است.1( و )6به ترتیب در جدول ) 20و  2گاه ساده با نسبت طول به ضخامت 
 [1] مشخصات ترکیب ماده هدفمند -7جدول 

 آلومینیوم آلومینا مشخصات ماده

   

   

   
 

 2گاهی دوسر گیردار با نسبت طول به ضخامت اعتبارسنجی فرکانس های اولی بی بعد در حالت تکیه -2جدول 

      تئوری
 6.31 6.66 7.92 8.70 40.03 [9]تیموشنکو 

 6.23 6.57 8.05 8.93 40.41 پژوهش حاضر

 4.73 4.35 4.61 2.29 4.09 درصد تفاوت
 

 20گاهی دوسر گیردار با نسبت طول به ضخامت س های اولی بی بعد در حالت تکیهاعتبارسنجی فرکان -3جدول 

      تئوری
 7.94 8.46 9.13 40.12 42.22 [9]تیموشنکو 

 7.6 8.05 9.14 40.54 42.24 پژوهش حاضر

 3.94 4.31 0.24 0.86 0.084 درصد تفاوت
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 2گاهی یکسر گیردار با نسبت طول به ضخامت تکیهاعتبارسنجی فرکانس های اولی بی بعد در حالت  -4جدول 

      تئوری
 4.22 4.26 4.16 4.62 4.89 [9]تیموشنکو 

 4.49 4.32 4.53 4.72 4.94 پژوهش حاضر

 2.15 1.76 1.78 6.47 4.05 درصد تفاوت
 

 20طول به ضخامت گاهی یکسر گیردار با نسبت اعتبارسنجی فرکانس های اولی بی بعد در حالت تکیه -2جدول 

      تئوری
 4.26 4.303 4.504 4.66 4.95 [9]تیموشنکو 

 4.23 4.3 4.54 4.72 2 پژوهش حاضر

 2.38 0.23 0.59 3.64 2.56 درصد تفاوت
 

 2گاهی ساده با نسبت طول به ضخامت اعتبارسنجی فرکانس های اولی بی بعد در حالت تکیه -6جدول 

      تئوری
 3.34 3.13 3.99 1.10 5.45 [9]کو تیموشن

 3.2 3.34 3.75 1.21 1.95 پژوهش حاضر

 3.32 3.19 6.04 3.63 3.83 درصد تفاوت
 

 20گاهی ساده با نسبت طول به ضخامت اعتبارسنجی فرکانس های اولی بی بعد در حالت تکیه -1جدول 

      تئوری
 3.51 3.65 1.20 1.65 5.16 [9]تیموشنکو 

 3.11 3.64 1.49 1.64 5.14 ش حاضرپژوه

 2.82 4.09 0.23 0.86 0.94 درصد تفاوت

های قانون توانی مختلف روش و با شود، در هر سه حالت تکیه گاهی با ثابت( مشاهده می1( تا )2های )همانطور که در جدول

ایزوژئومتریک از دقت مناسبی برخوردار در فرکانس های بی بعد بدست آمده با استفاده از روش  20و  2نسبت طول به ضخامت 

 [ دارد. 1]بوده و نتایج بدست آمده تطابق نسبتا خوبی با نتایج حاصل در مرجع 

باشد که خواص مکانیکی آن در می [70]ماده در نظر گرفته شده برای تیر هدفمند در ادامه پژوهش حاضر طبق ماده انتخابی مرجع 

جع چگالی در کل تیر، ثابت در نظر گرفته شده است. در ادامه در این پژوهش به بررسی اثر ( بیام شده است. در این مر1جدول )

 یکسر گیردارحالت دوم تیر  دو سر آزادکه حالت اول تیر چهار حالت درشرایط تکیه گاهی بر سه فرکانس طبیعی اول تیر هدفمند 

باشد. همچنین در این قسمت نتایج برای دو نسبت طول می سادهدو سر گیردار و حالت چهارم تیر با دو تکیه گاه و حالت سوم تیر 

بدست و با هم مقایسه خواهد شد. لازم به ذکر است که فرکانس های طبیعی تیر موردنظر در این قسمت طبق  20و  2به ضخامت 

د با نسبت طول به ضخامت ( بدست خواهد آمد.نتایج حاصل از سه فرکانس طبیعی اولیه تیر موردنظر در حالت دوسر آزا24رابطه )

( بیان شده است. در ادامه نتایج حاصل از سه فرکانس طبیعی اولیه تیر موردنظر در حالت 70( و )1به ترتیب در جدول ) 20و  2

( آورده شده است. همچنین نتایج حاصل از سه 72( و )77به ترتیب در جدول ) 20و  2یکسر گیردار با نسبت طول به ضخامت 

به ترتیب در جدول  20و  2گاه دو سر گیردار با نسبت طول به ضخامت ی اولیه تیر موردنظر در حالت تیر با دو تکیهفرکانس طبیع

گاه ساده با ( بیان شده است. درنهایت نتایج حاصل از سه فرکانس طبیعی اولیه تیر موردنظر در حالت تیر با دو تکیه74( و )73)

 ( بیان شده است.76( و )72در جدول )به ترتیب  20و  2نسبت طول به ضخامت 
 [70]مشخصات ترکیب ماده هدفمند در پژوهش حاضر  -1جدول 

 آلومینیوم آلومینا مشخصات ماده
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 2گاهی دوسر آزاد با نسبت طول به ضخامت سه فرکانس طبیعی اولیه بی بعد شده در حالت تکیه -1جدول 

      شماره فرکانس
 7.5 8.43 40.24 44.84 41.57 اول

 47 48.29 23.79 27.23 33.39 دوم

 49.32 24.7 30.4 32.78 38.35 سوم
 

 20گاهی دوسر آزاد با نسبت طول به ضخامت سه فرکانس طبیعی اولیه بی بعد شده در حالت تکیه -70جدول 

      شماره فرکانس
 8.7 9.26 44.5 43.26 46.35 اول

 23 21.8 34 35.7 13.8 دوم

 12.9 16.4 58 66.9 82.4 سوم
 

 2گاهی یکسرگیردار با نسبت طول به ضخامت سه فرکانس طبیعی اولیه بی بعد شده در حالت تکیه -77جدول 

      شماره فرکانس
 4.3 4.39 4.68 4.99 2.39 اول

 6.6 7.42 9.42 40.5 43.4 دوم

 9.32 40.53 41.24 66.9 48.39 سوم
 

 20گاهی یکسر گیردار با نسبت طول به ضخامت سه فرکانس طبیعی اولیه بی بعد شده در حالت تکیه -72جدول 

      شماره فرکانس
 4.3 4.1 4.8 2.3 2.12 اول

 8 8.53 44.2 42.6 45 دوم

 22.1 23.7 30.1 33.9 14.5 سوم
 

 2دوسر گیردار با نسبت طول به ضخامت  گاهیسه فرکانس طبیعی اولیه بی بعد شده در حالت تکیه -73جدول 

      شماره فرکانس
 6.20 6.67 8.75 9.98 42.4 اول

 41.48 45.31 20.55 23.76 29 دوم

 47.68 49.77 27 30.42 35.89 سوم
 20گاهی دوسر گیردار با نسبت طول به ضخامت سه فرکانس طبیعی اولیه بی بعد شده در حالت تکیه -74جدول 

      فرکانس شماره
 8 8.7 44.4 42.62 45.38 اول

 24.61 23.19 29.9 31.4 14.6 دوم

 14.75 15.36 58.2 66.21 80 سوم
 

 2گاهی با دو تکیه گاه ساد با نسبت طول به ضخامت سه فرکانس طبیعی اولیه بی بعد شده در حالت تکیه -72جدول 

      شماره فرکانس
 5.32 5.9 6.23 6.56 7.23 اول

 7.65 7.87 8.15 9.15 40.04 دوم

 41.93 45.73 46.51 48.7 24.92 سوم
 

 20گاهی با دو تکیه گاه ساد با نسبت طول به ضخامت سه فرکانس طبیعی اولیه بی بعد شده در حالت تکیه -76جدول 

      شماره فرکانس
 7.06 7.23 7.5 7.94 8.04 اول

 22.2 21.54 45.23 43.16 47.23 دوم

 15.22 54.69 33.17 38.89 29.76 سوم
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 گیرینتیجه -9

در این پژوهش به تحلیل و بررسی اثر شرایط تکیه گاهی مختلف بر فرکانس های طبیعی حاصل از ارتعاشات یک تیر مدرج تابعی 

هت اعتبار سنجی روش ایزوژئومتریک به با استفاده از روش ایزوژئومتریک پرداخته شده است. در قسمت اول این پژوهش ابتدا ج

مقایسه اولین فرکانس طبیعی حاصل از ارتعاش تیر در سه حالت تکیه گاهی تکیه گاه دوسر گیردار، یکسر گیردار و دو تکیه گاه 

 ساده برای دو نسبت طول به ضخامت متفاوت پرداخته شده است. سپس در قسمت دوم این پژوهش به تاثیر شرایط مرزی و تکیه

گاهی بر سه فرکانس های طبیعی اولیه تیر هدفمند در چهار حالت تکیه گاه یکسر گیردار و دوسر گیردار و تکیه گاه ساده و تکیه 

گاه ساده برای دو نسبت طول به ضخامت متفاوت با استفاده از روش ایزوژئومتریک پرداخته شد. نتایج حاصل از این پژوهش 

تریک از توانایی نسبتا بالایی در تحلیل ارتعاشات سازه برخوردار است. همچنین شرایط مرزی حاکی از آن است که روش ایزوژئوم

گذارند. همچنین با توجه به نتایج حاصل از این و تکیه گاهی اثر قابل توجهی بر ارتعاشات و فرکانس های طبیعی تیر موردنظر می

یر مقدار فرکانس طبیعی اولیه بی بعد شده افزایش پیدا کرد و از توان بیان کرد که با افزایش نسبت طول به ضخامت تپژوهش می

بین شرایط تکیه گاهی مورد مطالعه در این پژوهش در وضعیت تکیه گاهی دو سر گیردار، فرکانس های طبیعی نسبت به افزایش 

ر ثابت قانون توانی، مقادیر نسبت طول به ضخامت تیر، حساسیت بیشتری نشان دادند. همچنین در تمامی شرایط با افزایش مقادی

 فرکانس طبیعی بی بعد شده کاهش پیدا کرد
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